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Re´sume´ :
Outre la thermodynamique des processus irre´versibles, le mode`le d’endommagement propose´ utilise la
de´composition de Kelvin et ve´rifie le principe de syme´trie de Curie. Ceci permet de de´crire l’e´volution
du groupe de syme´trie du tenseur d’e´lasticite´ effectif et autorise la description de l’endommagement
a` la fois par des scalaires, des tenseurs du second et du quatrie`me ordre dont le sens me´canique est
clair.
Abstract :
Beyond the thermodynamics of irreversible processes framework, the presented model uses the Kelvin
decomposition and verifies the Curie principle of symmetries. This allows the description of the effec-
tive stiffness tensor symmetry group and the damage description by both scalars, second and fourth
order tensors of strong mechanical significance.
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1 Introduction
La me´canique de l’endommagement posse`de de`s son introduction deux sens physiques a priori dis-
tincts : la perte de rigidite´ [8] et l’apparition de vides ou micro-de´fauts [9]. Si le lien est aise´ en
unidimensionnel il n’en est pas de meˆme en trois dimensions. On peut distinguer deux classes de
mode`les dont chacune a pour origine une de ces approches.
Les mode`les micro-me´caniques sont les plus nombreux [1, 11, 5]. Ils consistent en une homoge´ne´isation
du comportement d’une cellule e´le´mentaire dans laquelle on introduit les me´canismes physiques conside´re´s
(me´caniques, physico-chimiques, hydriques...). Toutefois la me´thode d’homoge´ne´isation n’est pas unique
et le comportement homoge´ne´ise´, en particulier le groupe de syme´trie obtenu, de´pend ce celui-ci.
L’autre classe de mode`les est purement macroscopique et prend en compte des conside´rations issues
de l’analyse tensorielle. Le travail de [10] se base sur la de´composition du tenseur d’e´lasticite´ de
Boehler [2] en parties de groupe de syme´trie diffe´rents. Cette approche utilise aussi des conside´rations
microme´caniques.
La de´composition de Kelvin, dans sa forme moderne [12], est encore peu utilise´e. Pourtant elle permet
d’associer au tenseur d’e´lasticite´ six invariant, les modules de Kelvin (en GPa), et de quinze termes sans
unite´s qui de´finissent la base orthogonale de tenseurs propres (au lieu des vingt et une composantes qui
de´pendent du repe`re). D’une manie`re synthe´tique la de´composition de Kelvin est une diagonalisation
du tenseur d’e´lasticite´ : on obtient alors six contraintes propres qui sont line´airement proportionnelles
(via les modules de Kelvin) a` six de´formations propres. Pour me´moire, en e´lasticite´ isotrope existe
un mode propre hydrostatique de dimension un, de tenseur propre I et de module 3K (le module
de compressibilite´ hydrostatique) et un mode de´viatorique de dimension cinq pour lequel tous les
de´viateurs sont tenseurs propres et le module associe´ est 2µ (le module de cisaillement). Dans le cadre
de la me´canique de l’endommagement, la perte de rigidite´ est associe´e a` la de´croissance des modules
de Kelvin et l’anisotropie aux rotations des tenseurs propres concerne´s.
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Le principe de Curie [13] stipule que le groupe de syme´trie des causes est contenu dans celui des effets.
En d’autres termes les causes sont au moins aussi syme´trique que les effets. Il est en ge´ne´ral respecte´
dans les mode`les existant toutefois, dans un cadre tre`s ge´ne´ral comme celui qui est pre´sente´ ici, il
convenait de le ve´rifier.
L’ensemble du mode`le est e´crit dans le cadre de la thermodynamique des processus irre´versibles [7]
dans sa forme la plus pure, sans me´lange des forces et des flux.
2 Le mode`le d’endommagement anisotrope
L’e´lasticite´ initiale est de´crite par la de´composition de Kelvin :
C0 =
I∑
i=1
λi
N i∑
n=1
Ein ⊗Ein, (1)
dans laquelle les Ein sont les tenseurs propres (de choix non unique pour les espaces de dimension
> 1), I la dimension du sous espace propre et λi le module de Kelvin (valeur propre) associe´. On
nomme T i ∈ T l’espace propre associe´ a` Pi, de base {Ei1, ..,EiN i}.
L’endommagement est de´crit par les tenseurs du quatrie`me ordre Di, qui posse`dent une structure
de tenseur d’e´lasticite´ (syme´tries indicielles) et qui sont des projecteurs dans un sous-espace de T i.
Ceci constitue l’hypothe`se forte du pre´sent mode`le. La relation contrainte-de´formation, de laquelle on
de´duit aise´ment le potentiel d’e´tat ρΨ(ε,Di) et le tenseur d’e´lasticite´ effectif C est :
σ =
I∑
i=1
λi(Pi − Di) : ε. (2)
Conforme´ment aux mate´riaux standards ge´ne´ralise´s [7], la force thermodynamique associe´e a` Di est
Yi :
2Yi = λiεi ⊗ εi (3)
dans laquelle εi = Pi : ε est la partie propre du tenseur des de´formations (pour l’e´tat initial). Pour ce
mode`le introductif, une surface seuil e´le´mentaire a e´te´ retenue : elle borne la valeur de l’e´nergie libre
par mode :
f i(ε,Di) =
λi
2
ε : (Pi − Di) : ε−W i. (4)
Il s’agit donc d’un crite`re par mode propre initial (deux surfaces dans le cas de l’isotropie initiale).
L’endommagement relatif au mode i a lieu tandis que f i = 0. Le formalisme des mate´riaux standard
ge´ne´ralise´s requiert que l’on re´e´crive ce crite`re en fonction de la force thermodynamique Y :
f i(Yi,Di) = ‖Yi‖ − Yi :: Di −W i. (5)
L’e´quation d’e´volution s’e´crit comme :
dDi =
∂f i
∂Yi
dλ, (6)
ou` dλ est un multiplicateur de Lagrange positif. Depuis (3), on obtient :
dDi =
(
Ki ⊗Ki − Di) dλ, (7)
ou` Ki est le tenseur propre norme´ σi/‖σi‖ ou de manie`re e´quivalente εi/‖εi. La valeur de dλ est
donne´ par l’e´quation de consistance df i = 0 et on obtient :
ε : (Pi − Di) : dε = 1
2
ε : dDi : ε, (8)
d’ou` dλ = 2
ε : (Pi − Di) : dε
ε : (Pi − Di) : ε . (9)
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Pour calculer la dissipation thermique modale dDi = Yi :: dDi nous ope´rons les transformations
suivantes :
depuis (5)
∂f i
∂ε
: dε = λiε : (Pi − Di) : dε (10)
depuis (9) =
dλ
2
ε : (Pi − Di) : ε (11)
depuis (8) =
λi
2
ε : dDi : ε (12)
depuis (3) = Yi :: dDi (13)
qui montrent que tous les dDi sont positifs car la positivite´ du premier membre de (10) est la condition
d’e´coulement. De plus, le second membre de (11) indique que cette positivite´ est associe´e au fait que
chaque partie λi(Pi − Di) du tenseur d’e´lasticite´ est de´finie positive.
Le mode`le pre´sente´ s’inte`gre simplement pour une e´volution pilote´e en de´formation ; apre`s un test
d’e´volution ane´lastique, le calcul de dλ se fait par (9) puis l’e´volution de Di est donne´e par (7),
permettant le calcul de l’e´tat au pas suivant.
L’exemple suivant est re´alise´ pour un mate´riau initialement isotrope, de constantes de Kelvin (K =
1;µ = 3/8), correspondant a` (E = 1; ν = 1/3), et d’e´nergies critiques (WH = 1/4;WD = 1/6). Le test
consiste en une traction εB1 avec ε variant de 0 a` 1 a` 0 suivie d’un cisaillement εB4 avec ε variant de
meˆme et :
B1 = ~e1 ⊗ ~e1,
B4 = (~e2 ⊗ ~e3 + ~e3 ⊗ ~e2)/
√
2 (14)
Les re´sultats sont pre´sente´s dans cette meˆme base de tenseurs dans ses composantes Aˆi = A : Bi :
Les figures de poˆles [4] (avec ~e1 horizontal et ~e2 vertical) pre´sentent l’e´volution du groupe de syme´trie
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Figure 1 – Tension (a` gauche) et cisaillement (a` droite) et figures de poˆle des syme´tries planes des
tenseurs d’e´lasticite´ effectifs
du tenseur d’e´lasticite´ effectif : le premier endommagement actif e´tant relatif au mode hydrostatique,
le mate´riau reste isotrope jusqu’au point A’. Ensuite l’endommagement de´viatorique devient actif et
le mate´riau devient isotrope transverse, ce qui correspond au groupe de syme´trie de la traction. Le
cisaillement suivant ge´ne`re un endommagement de´viatorique diffe´rent du pre´ce´dent et le groupe de
syme´trie devient te´tragonal, en passant (au point C’) par un stade orthotrope fugitif. Les surfaces seuil
sont donne´es a` la figure 2 suivante : elles apparaissent (toujours) elliptiques dans la base de tenseur
(en vraie grandeur). Le tenseur de base ED1 = [2/
√
6,−1/√6,−1/√6, 0, 0, 0] est le de´viateur norme´
de B1.
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Figure 2 – Trajet de chargement et surfaces seuil a` l’e´tat initial (pointille´s), en B (mixte) et en D
(continu).
3 Analyse de Kelvin du mode`le
Le tenseur Di posse`de une structure de tenseur d’e´lasticite´. Sa de´composition de Kelvin est :
Di =
P i∑
p=1
dipPip, (15)
Pip =
M ip∑
m=1
Eipm ⊗Eipm, (16)
ou` les dip sont ses modules de Kelvin, les Pip des projecteurs vers des sous-espaces T ip des T i corrres-
pondants (associe´s a` C0) et les Eipm sont M ip tenseurs de base des T ip. Ceci se re´sume en :
T i =
P i⋃
p=1
T ip, Pi =
P i∑
p=1
Pip,
P i∑
p=1
M ip = N i, (17)
ou` N i est la dimension su sous-espace T i. Ceci permet de re´e´cire :
C =
I∑
i=1
λi
P i∑
p=1
(1− dip)Pip (18)
σip = λi(1− dip)εip, (19)
σip = Pip : σ , εip = Pip : ε, (20)
Kip =
σip
‖σip‖ =
εip
‖εip‖ , (21)
f i =
λi
2
P i∑
p=1
(1− dip)εip : εip −W i. (22)
Ces relations indiquent clairement que les (au plus six) dip repre´sentent la perte de rigidite´ de manie`re
cohe´rente avec l’approche de base de l’endommagement. Les projecteurs Pip repre´sentent la direction
d’influence de cet endommagement et les tenseurs Eipm en sont une base. Le calcul de ces termes
requiert la diagonalisation de Di (qui n’est pas indispensable au fonctionnement du mode`le, et qui ne
repre´sente qu’une matrice 6×6 syme´trique). Un certain travail [6] permet de montrer que 0 6 dip 6 1.
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La figure 3 repre´sente l’e´volution de ces endommagements dans le cas de l’exemple pre´ce´dent : Il
apparaˆıt que, dans ce mode`le tre`s simple, les endommagements non concerne´s par l’e´volution en cours
(dont les directions tensorielles sont orthogonales a` celles en cours d’e´volution) peuvent diminuer. Cela
pourra eˆtre modifie´ dans les versions futures du mode`le.
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Figure 3 – endommagement scalaire
4 Analyse des groupes de syme´trie et principe de Curie
Rychlewski [12] a montre´ que le groupe de syme´trie du tenseur d’e´lasticite´ est l’intersection des groupes
de syme´trie de ses projecteurs. Ces groupes de syme´trie sont parmi : isotrope, cubique, isotrope
transverse, te´tragonal, orthotrope, trigonal, monoclinique et triclinique [3]. Il est possible de de´montrer
[6] que le groupe de syme´trie d’un projecteur correspond a` l’ensemble des transformations orthogonales
internes a` T i pour le mate´riau vierge ou a` T ip pour le mate´riau endommage´ :
S(C) =
I⋂
i=1
P i⋂
p=1
S(Pip),
=
I⋂
i=1
P i⋂
p=1
{Q ∈ SO(3)/Q(Eipm ∈ T ip) ∈ T ip}. (23)
Afin de ve´rifier le principe de Curie nous identifions le groupe de syme´trie des causes et celui des
conse´quences. Par causes on entend l’e´tat actuel du mate´riau de´fini par C (ce qui constitue une
hypothe`se, c.a.d. que toute l’information sur le mate´riau est contenue dans son tenseur d’e´lasticite´)
et la sollicitation, c’est a` dire l’ensemble contrainte et de´formation actuels. En ge´ne´ral ces objets
n’ont pas meˆme groupe de syme´trie mais graˆce a` la de´composition de Kelvin, les parties σip et εip,
proportionnelles, ont meˆme groupe de syme´trie. On peut alors e´crire :
S(causes) = S(C)
I⋂
i=1
P i⋂
p=1
S(εip). (24)
A` chaque incre´ment de temps les conse´quences pour le mate´riau sont l’e´volution du tenseur d’e´lasticite´
C ou donc des des dDi. D’apre`s (7,15) nous avons :
S(dDi) =
P i⋂
p=1
S(Pip)
⋂
S(Ki ⊗Ki), (25)
et, depuis (2,23) :
S(dC) =
I⋂
i=1
S(dDi), (26)
S(consequences) = S(C+ dC) = S(C)
I⋂
i=1
S(Ki ⊗Ki), (27)
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et quelques calculs [6] sont ne´cessaires pour montrer l’inclusion S(consequences) ⊂ S(causes) qui
correspond au principe de Curie : le groupe de syme´trie des conse´quences contient celui des causes
(les conse´quences sont au moins aussi syme´triques que les causes). Dans l’exemple de la section 2
on retrouve cette inclusion. Dans le cas de l’endommagement du mode isotrope pendant AA’, les
groupes de syme´trie de la conse´quence O(3) contient donc le groupe de syme´trie isotrope transverse
de la sollicitation de traction. Dans le cas de l’endommagement anisotrope pendant A’B, le groupe
de syme´trie de la conse´quence est isotrope transverse, comme la sollicitation de traction. Dans le
cas de l’endommagement durant le cisaillement pur CD, le groupe de syme´trie de la conse´quence est
te´tragonal ; ce groupe contient l’orthotropie de la sollicitation. On peut montrer que ce saut vient de
l’expression quadratique Ki⊗Ki (ou εi⊗εi). Quand au saut fugitif au groupe de syme´trie cubique, il
vient simplement de l’e´galite´ temporaire de deux dommages dD1 = dD2 et ce point respecte lui aussi
le principe de Curie.
5 Conclusions
Ce mode`le repre´sente une e´tape pre´liminaire vers d’autre, plus sophistique´s, e´crit a` la fois dans le
cadre classique de la thermodynamique des processus irre´versibles et celui de la de´composition de
Kelvin. Une de´clinaison plus micro-me´canique pourrait suivre, dans laquelle un tenseur de structure
porte l’information de la microstructure (et plus seulement le tenseur d’e´lasticite´). Elle devra inclure
les effets unilate´raux bien connus pour les ge´omate´riaux.
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